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中学校・高校数学の構造（１）
The Structure of Mathematics of Junior or Senior High Schools (1)
佐藤　英雄 森杉　 馨
























































a) a+ 5 は aより 5大きい数
b) a− 5は aより 5小さい数
c) a+ (−5)は aより (−5)大きい数
＝ aより 5小さい数＝ a− 5
d) a− (−5)は aより (−5)小さい数















2× 3 = 2 + 2 + 2
と同じように考えて、
(−2)× 3 = (−2) + (−2) + (−2) = −6
g) 負の数をかける。
2× 1 = 2,
2× 0 = 0, ゆえに、
2× (−1) = −2, さらに、
2× (−2) = −4,
2× (−3) = −6,
同様に、































自然数 Nをもとにして、”負の数” N′ = {a′|a ∈ N}
(今は (−a)という記号を避けて a′ で表す)。このとき































2× (−3) = −6は (−3)を (−1)+ (−2)と思って、分配
法則を適用し，それまでに導いている、2×(−1) = −2、




















合 {(a, b) | a, b ∈ N}に同値関係







和 [(a, b)] + [(c, d)] = [(a+ c, b+ d)],
積 [(a, b)]× [(c, d)] = [(ac+ bd, ad+ bc)]
を導入しこれらの演算が well-definedであることを確
認する。同様に、大小関係は
[(a, b)] < [(c, d)]⇔ a+ d < c+ b ∈ N
で決まる。
一方で、写像 φ : N → Zを φ(a) = [(a + 1, 1)]で定
義すると、この φ : N→ Zは単射で和、積を保つこと




結合法則、交換法則、0 や 1 の役割を持つ元の存在、
和や積に関する逆元の存在、分配法則などをみたすこ
とがすぐに示される。これらのことを使うと一般的に
(−α)(−β) = αβ などもわかる。













α+ [(1, 1)] = α (∀α ∈ Z),
となるので元 [(1, 1)]がゼロ元でありこれを 0と表す。




































辺の長さを xとすると x2 = 2となる。そこで、x > 0







a, b > 0 のとき、 a < b⇒ √a <
√
b




























































ころがある。まず第１に、1.0と 0.9999 · · · などは小数
表示は異なるが同じ数を表していてほしい。実際、循
























































和 [{an}] + [{bn}] = [{an + bn}]
積 [{an}] · [{bn}] = [{an · bn}]
中学３年や高校１年での無理数とは、循環しない無限
小数
x0.x1x2 · · ·xn · · ·
であった。これは、数列 {an}で a0 = x0, a1 = a0 +
x1
10
· · · , an = an−1+ xn10n · · · のことである。これは明ら
かに (上に有界な単調増加な)Cauchy列をなす。更に、
an ∈ Qであり、その極限を無限小数 x0.x1x2 · · ·xn · · ·
で表していると考えられる。√
2 = 1.41421356 · · · では、
a0 = 1, a1 = 1.4, a2 = 1.41, a3 = 1.414, · · ·
で、その極限値である











にわかる。つまり、無理数 x = x0.x1x2 · · ·xn · · · に
対して、nを大きくすると上記の数 an ∈ Qは、0 ≤




























然数 n に対して a の n 乗根の存在が直感的に説明さ






は、無理数pに対して、その無限小数表示 x0.x1x2x3 · · ·
を取って、a > 0の有理数乗からなる数列









例えば、指数関数では、a > 0に対して xn = a かつ
x > 0をみたす xの存在、無理数 pに対して、その無
限小数表示 x0.x1x2x3 · · · を取ったときの数列

















































もかなり異なってくる。最初は i2 = −1なるものを形
式的に導入するが、複素数平面があれば、座標平面上











複素数とは、i2 = −1をみたす数を実数 Rに付け加
えて、それに和や積の演算を入れたものである。つま



























1 + z +
z2
2
+ · · ·+ z
n
n!
+ · · ·
で定義され、z = x+ iyで、y = 0つまり zが実軸上に
ある場合にはこれが高校でも学んだ指数関数 ex(eは自
然対数の底)になっていて、x = 0つまり zが虚軸上に
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